Тема 6. Статистичні методи вимірювання взаємозв’язків

План лекції.

1. Види взаємозв’язків між явищами та процесами.

2. Балансовий та графічний методи.

3. Метод порівняння паралельних рядів даних.

4. Метод аналітичного групування.

5. Парний кореляційно-регресійний аналіз.

6. Множинна регресія і кореляція.

7. Оцінка тісноти взаємозв’язку між атрибутивними ознаками.

1. Одним із найважливіших завдань статистичного аналізу є вивчення та кількісна оцінка взаємозв’язків між соціально-економічними явищами та процесами. Статистичні закономірності взаємозв’язків між ознаками є причинно-наслідковими. Для виникнення певного наслідку необхідні причини та умови, які називають факторами. Ознака, яка характеризує наслідок дії фактора або факторів, має назву результативної. Відповідно, ознака, яка характеризує причину або умову називається факторною.

Усі багато чисельні взаємозв’язки між ознаками, котрі характеризують соціально-економічні явища і процеси, можна поділити на дві  групи: функціональні (детерміновані) і стохастичні (ймовірносні або кореляційні) зв’язки.
Функціональні (детерміновані) зв’язки характеризуються тим, що одному значенню факторної ознаки (Х) відповідає одне строго визначене (детерміноване) значення результативної ознаки (Y).  Ці зв’язки завжди є повними, тобто значення результативної ознаки на 100% залежить від факторної. Наприклад, тарифний денний заробіток (Y) при фіксованій годинній тарифній ставці залежить від кількості відпрацьованих годин (Х).
100%

Х                      Y

При стохастичному (кореляційному) зв’язку одному значенню факторної ознаки (Х) може відповідати декілька значень результативної ознаки (Y). Важливою особливістю цих зв’язків є те, що вони мають риси статистичної закономірності та проявляються у масі спостережень, при достатньо великій чисельності сукупності. Названі зв’язки є неповними, тому що завжди існують невраховані фактори,  отже значення Y залежить від значень Х менше, ніж на 100%.                                                       
                                                          < 100%
                                               Y1                                   
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За напрямком зміни факторної та результативної ознак зв’язки поділяються на прямі  та обернені. При прямому зв’язку обидва показники змінюються в одному напрямку, тобто при збільшенні Х зростає також й Y. При оберненому зв’язку напрямок зміни показників протилежний, тобто при зростанні Х зменшується Y.
За аналітичним виразом зв’язки поділяються на лінійні та нелінійні. В залежності від числа факторних ознак розрізняють одно факторні (парні) та багатофакторні (множинні) зв’язки. Для різних-видів взаємозв’язків використовуються відповідні методи їх статистичного дослідження та оцінки.
2. Балансовий метод вивчення взаємозв’язків застосовується для системи показників, між якими існує балансовий зв’язок, який можна подати наступною формулою:

                                                           А+Б=В+Г                                             (1)
Найчастіше у єдину систему пов’язують абсолютні показники, які характеризують наявність та рух різноманітних ресурсів (матеріальних, трудових, фінансових, інформаційних тощо). Наприклад, формула матеріального балансу  має вигляд:
	Залишок на початок  періоду (А)
	+
	Надходження за звітний період (Б)
	=
	Витрати за звітний період (В)
	+
	Залишок на кінець періоду  (Г)
	(2)


Як правило, баланси оформлюються у вигляді таблиць, що складаються в приходної та видаткової частин . Вихідну формулу балансу можна використовувати для розрахунку одного показника, який вважається результативним, через інші, які є факторними. Наприклад:
          А=В+Г-Б;          Б=В+Г-А;         В=А+Б-Г;         Г=А+Б-В              (3)

В наведеній формулі (3) результативний показник залежить від трьох факторних, а зв’язок є функціональним.

Графічний метод передбачає зображення взаємозв’язку між двома ознаками у вигляді лінії або сукупності крапок. Цей метод дає наочне уявлення про характер взаємозв’язку і найчастіше використовується  на початку дослідженні для формування певної гіпотези.
При побудові графіка взаємозв’язку по осі абсцис показують значення факторної ознаки (Х), а по осі ординат – результативної ознаки (Y). Якщо значень Х та Y небагато, будується лінійний графік (Рис.1). В тому випадку, коли таких значень велика кількість, використовується графік кореляційного поля (Рис.2).

На основі одержаного графічного зображення можна зробити наступні висновки: а) про наявність зв’язку між ознаками; б) про його напрямок; в) про аналітичну форму зв’язку; г) про тісноту (щільність, силу) зв’язку. 

Основним недоліком даного методу є суб’єктивність висновків, які ґрунтується не на кількісних оцінках, а не візуальному сприйнятті графічного зображення.

 





Рис.1. Лінійний графік
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Рис.2. Графік кореляційного поля
3. Для вивчення стохастичних (кореляційних) зв'язків використовується метод порівняння паралельних рядів двох показників, один з яких є факторним (Х), а другий – результативним (Y ). При цьому основним завданням застосування цього методу є оцінка тісноти (сили) взаємозв'язку та визначення його напрямку на основі розрахунку спеціальних коефіцієнтів.

Найпростішим показником є коефіцієнт Фехнера (Кф), який розраховується за формулою:
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де С – число співпадінь знаків відхилень від середньої;

     Н – число наспівпадінь знаків відхилень від середньої.

Якщо виконується нерівність 
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 EMBED Equation.3  [image: image6.wmf]Х

 або 
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, значенню присвоюється знак ” +”, в протилежному випадку – знак ”-”. В тому випадку, коли по обох показниках знаки однакові, має місце їх співпадіння, а коли вони різні – неспівпадіння. Коефіцієнт Фехнера знаходиться в межах від -1 до +1. Якщо 
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, зв'язок між показниками слабкий, а при 
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 - зв'язок тісний. Цей коефіцієнт має додатне значення при наявності прямого зв'язку, а від'ємне – при оберненому.
Більш досконалим показником вважається коефіцієнт кореляції рангів Спірмена 
[image: image10.wmf](
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, яких визначається наступним чином:
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де d = rx-ry – різниця рангів факторного та результативного показників.
При цьому під рангом розуміють порядковий номер значення показника  у порядку зростання або зменшення. Коефіцієнт кореляції рангів також змінюється від -1 до +1. При 
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 зв'язок між показниками прямий, а при
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 - обернений. Якщо 
[image: image14.wmf]r

 наближається до 1, між показниками існує тісний (сильний) зв'язок, якщо 
[image: image15.wmf]r

 <0,3 вважається, що взаємозв'язок практично відсутній.

Таким чином, наведені коефіцієнти дають можливість не тальки оцінити тісноту взаємозв'язку між факторною та результативною ознаками, але й визначити його напрямок (прямий чи обернений).

Розглянемо приклад розрахунку коефіцієнта Фехнера та коефіцієнта кореляції рангів Спірмена за даними про ціну та обсяг продажу товару (табл..1)

Таблиця 1

	Ціна, грн. (Х)
	Обсяг продажу, шт. ( Y )
	Знаки відхилень
	Ранги
	d
	d2

	
	
	по Х
	по Y
	по Х
	по Y
	
	

	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8

	450
	100
	-
	+
	2
	6
	-4
	16

	560
	84
	+
	-
	5
	2
	3
	9

	730
	56
	+
	-
	8
	1
	7
	49

	480
	91
	-
	-
	3
	4
	-1
	1

	590
	103
	+
	+
	6
	7
	-1
	1

	620
	85
	+
	-
	7
	3
	4
	16

	360
	120
	-
	+
	1
	8
	-7
	49

	530
	96
	-
	+
	4
	5
	-1
	1

	4320
	735
	x
	x
	x
	x
	x
	142


Визначаємо середні значення показників:
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З граф 3 і 4 визначаємо, що знаки співпали 2 рази (С=2), а не співпали 6 разів (Н=6). Отже, коефіцієнт Фехнера становить:
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Таким чином, можна зробити висновок, що між ціною та обсягом продажу існує обернений середній зв'язок.

Розрахуємо коефіцієнт кореляції рангів Спірмена:
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Одержане значення коефіцієнта також підтверджує наявність оберненого середнього зв'язку між досліджуваними показниками.

4. Метод аналітичного групування полягає у тому, що сукупність розбивається на групи за факторною ознакою (Х), далі по кожній групі та по сукупності визначаються середні значення Х та Y. Порівняння середній значень факторної та результативної ознак дозволяє зробити певні висновки про наявність та напрямок взаємозв'язку між ними. Крім цього можна визначити показники співвідношення між приростами середніх за формулою:
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де 
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 EMBED Equation.3  [image: image21.wmf]i

i

Y

X

,

 - середні значення факторної та результативної ознаки по групах (групові середні).
Якщо наведене співвідношення по групах приблизно стале, між показниками існую взаємозв'язок.

Для оцінки тісноти взаємозв'язку між ознаками визначається емпіричне кореляційне відношення 
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де 
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- між групова дисперсія результативної ознаки;
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 - загальна дисперсія результативної ознаки;
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 - середня із внутрішньогрупових дисперсій результативної ознаки.

Емпіричне кореляційне відношення змінюється в межах від 0 до 1. Чим ближче його значення наближається до 1, тим сильнішим є взаємозв'язок між ознаками. При 
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 зв'язок вважається функціональним. Крім цього, визначається коефіцієнт детермінації (D), який показує, на скільки відсотків варіація Y зумовлена варіацією Х:
                                                        D = 
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Наведемо приклад розрахунку емпіричного кореляційного відношення та коефіцієнту детермінації за результатами аналітичного групування (табл.2) 

Таблиця 2

	Групи за факторною ознакою
	Кількість одиниць
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	1
	15
	150
	34
	14,9

	2
	25
	270
	39
	15,3

	3
	40
	340
	45
	13,8

	4
	12
	410
	49
	18,9

	5
	8
	500
	56
	25,4

	Всього
	100
	х
	х
	х


Визначаємо загальне середнє значення результативної ознаки:
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Міжгрупова дисперсія дорівнює:
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Середня із внутрішньогрупових дисперсій :
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За правилом додавання дисперсій загальна дисперсія результативної ознаки становить:
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Звідси, емпіричне кореляційне відношення :
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Коефіцієнт детермінації дорівнює:

D= 0,8322 = 0,691 або 69,1%
Отже, між досліджуваними показниками існує сильний прямий зв'язок, а варіація Y на 69,1% обумовлюється варіацією Х.

Крім оцінки тісноти взаємозв'язку необхідно встановити, чи не є відмінність між середніми значеннями Y по групах випадковою (несуттєвою), тобто здійснити перевірку суттєвості зв'язку.  Для цього значення 
[image: image37.wmf]2
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 порівнюються з певним критичним значенням, яке знаходиться з спеціальної таблиці, і якщо це відношення більше 1, коливання середніх можна вважати невипадковим, а зв'язок - суттєвим.

Для перевірки суттєвості взаємозв'язку між Х та Y часто використовують запропонований Р.Фішером показник, який має назву F-критерія та визначається за формулою :
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де К2 = n-m, K1 = m-1 - число ступенів волі при кількості одиниць n та кількості груп m.

Критичні значення F-критерія для рівнів значимості 0,05 та 0,01 занесені у спеціальні таблиці. Із цих таблиць у відповідності зі значеннями К1 та К2 визначається так зване табличне значення F-критерія (Fтабл). Якщо виконується умова F>Fтабл , зв'язок між показниками можна вважати суттєвим, (невипадковим).
У вищенаведеному прикладі 
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, К2 = 100-5 = 95, К1 = 5-1 = 4. Табличне значення F-критерія при К1 = 4 (заголовки граф) та К2 = 95 (заголовки рядків) при рівні значимості 0,05 становить 2,5 (Fтабл=2,5). Фактичне значення F-критерія дорівнює:
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Оскільки F>Fтабл (53,1>2,5), зв'язок між факторною та результативною ознаками є суттєвим, (невипадковим).

5. Стохастичні зв'язки, котрі характеризуються взаємодією середніх значень факторної та результативної ознак, називаються кореляційно-регресійними. Такі зв'язки досліджуються з допомогою кореляційно-регресійного аналізу.
Найважливішою характеристикою кореляційного зв'язку є ліній регресії, тобто функція, котра пов'язує середні значення Х та Y . Кореляційно-регресійна модель взаємозв'язку являє собою рівняння регресії, яке у загальному вигляді записується наступним чином:
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де ух – теоретичні значення Y ;
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- лінія регресії;
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 - залишкова компонента.

У парному кореляційно-регресійному аналізі переважно використовуються наступні функції (рівняння регресії):

                лінійна                     
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                степенева                
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Розглянемо методику кореляційно-регресійного аналізу на прикладі лінійного зв'язку, який описується лінійним рівнянням регресії. На першому етапі доцільно застосувати графічний метод для формування гіпотези про наявність саме лінійного взаємозв'язку між ознаками.
На другому етапі визначаються параметри лінійного рівняння регресії:
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Для цього використовується метод найменших квадратів та розв'язується система рівнянь відносно а0 і а1 :
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 EMBED Equation.3  [image: image52.wmf]
З наведеної системи параметри рівняння регресії розраховуються різними способами, в тому числі за формулами:
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Параметри а0 і а1 мають певний економічний зміст, зокрема, а1 називається коефіцієнтом регресії, що показує, на скільки одиниць змінюється Y при збільшенні Х на одну одиницю. Якщо цей коефіцієнт додатний – зв'язок прямий, а якщо від'ємний – зв'язок між показниками обернений.
На третьому етапі за одержаним рівнянням регресії розраховуються теоретичні значення результативної ознаки Yх та показники рівня апроксимації (наближення), які показують розбіжність між фактичними і теоретичними значеннями Y :

· середня квадратична (стандартна) помилка:
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· коефіцієнт апроксимації:
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Чим меншими є значення S та V, тим краще рівняння регресії описує (апроксимує) взаємозв'язок між Х та Y .

На четвертому етапі оцінюється тіснота зв'язку за допомогою лінійного коефіцієнта кореляції (r):
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Значення коефіцієнта кореляції r знаходиться в межах від -1 до +1. При r>0 зв'язок між показниками прямий, а при  r<0 – обернений. Якщо : 
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 вважається, що зв'язок між Х та Y практично відсутній; 
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- зв'язок слабкий; 
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- зв'язок середній; 
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- зв'язок сильний; 
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- зв'язок дуже сильний. 
Коефіцієнт детермінації D=r2 показує, на скільки відсотків варіація Y обумовлюється варіацією Х.

Часто також визначається коефіцієнт еластичності (Е) за формулою:

                                                            Е=
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Цей коефіцієнт показує, на скільки процентів змінюється Y при збільшенні Х на 1%.

На п'ятому етапі здійснюється перевірка суттєвості (невипадковості) взаємозв'язку між показниками за допомогою F-критерія Фішера:

                                                             F=
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де К1=m-1; K2=n-m; n – кількість одиниць у сукупності; m - кількість параметрів у рівнянні регресії.
Розглянемо приклад розрахунків вищенаведених показників, використовуючи робочу таблицю 3.

Таблиця 3

	Ціна,грн.

(Х)
	Обсяг продажу, шт. ( Y )
	ХY  
	Х2
	Y2 
	Yх 
	(Y –Yх )2

	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7

	2,0
	120
	240,0
	4,00
	14400
	120
	0

	2,4
	88
	212,2
	5,76
	7744
	82
	36

	2,3
	95
	218,5
	5,29
	9025
	92
	9

	2,5
	60
	150,0
	6,25
	3600
	73
	169

	2,6
	61
	158,6
	6,76
	3721
	64
	9

	2,5
	62
	155,0
	6,25
	3844
	73
	121

	2,8
	46
	128,8
	7,84
	2116
	45
	1

	2,9
	40
	116,0
	8,41
	1600
	36
	16

	2,2
	108
	237,6
	4,84
	11664
	101
	49

	2,8
	50
	140,0
	7,84
	2500
	45
	25

	25,0
	730
	1755,7
	63,24
	60214
	731
	420


Визначаємо параметри лінійного рівняння регресії:
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Отже, лінійне рівняння регресії має вигляд:

Yх = 307,1 - 93,6Х .

Таким чином, при збільшенні ціни на 1 грн. Обсяг продажу в середньому зменшується на 93,6 од.

Теоретичні значення Y (Yх ) визначаються шляхом підстановки у рівняння регресії значень Х:

Yх1=307,1 – 93,6*2,0 = 120

Yх2=307,1 – 93,6*2,4 = 82 і т.д.

Теоретичні значення Y занесені у 6 графу таблиці 3.

Визначаємо середню квадратичну (стандартну) помилку та коефіцієнт апроксимації:
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Для оцінки тісноти взаємозв'язку між ознаками підрахуємо лінійний коефіцієнт кореляції:
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Таким чином, між ознаками існує дуже тісний кореляційний зв'язок. Коефіцієнт детермінації (D=r2=-0,9682=0,937) показує, що варіація Y на 93,7% зумовлена варіацією Х. Коефіцієнт еластичності

                                 Е=
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Отже, при збільшенні ціни на 1% обсяг продажу зменшується на 3,2%.

Далі здійснюється перевірка суттєвості зв'язку за допомогою F-критерію Фішера:

                                 F=
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Табличне значення F-критерію при рівні значимості 0,05 та числі ступенів волі 8 і 1 дорівнює 5,3. Таким чином, F>Fтабл (119,9>5,3), а зв'язок між ознаками невипадковий (суттєвий).         
6. Як відомо, більшість соціально-економічних показників формується  під впливом не одного, а багатьох факторів. Метод побудови моделі такого зв'язку має назву багатофакторного кореляційно-регресійного аналізу. В цьому випадку результативна ознака (Y ) пов'язується з допомогою рівняння множинної регресії з двома або більше факторними ознаками (Х1, Х2, Х3, . . . , Хm). 
Найважливішими умовами побудови багатофакторної моделі зв'язку є достатня кількість одиниць у сукупності ( як мінімум у 8 разів більше, ніж число факторів) та відсутність мультиколінеарності факторів (близького до функціонального зв'язку між ними). В тому випадку, якщо два факторних показники мультиколінеарні, один з них повинен бути виключений з моделі.

На практиці використовуються два види рівнянь множинної регресії:

· лінійне (адитивне):
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- нелінійне (мультиплікативне):  
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де а0, а1, а2, ... , аm – параметри рівняння множинної регресії;
     Х1, Х2,Х3,. . ., Хm  - факторні ознаки.
Оцінка параметрів рівняння множинної регресії здійснюється методом найменших квадратів. Параметри а1, а2 , . . . , аm  називаються коефіцієнтами регресії та показують, на скільки одиниць змінюється у при збільшенні х на одиницю, при умові, що інші фактори є сталими. Наприклад, рівняння залежності ціни (Y) від рівня продуктивності праці (X1) та якості сировини (X2):
Ух = 10,2+12,6х1+0,7 х2 .
Для вимірювання тісноти взаємозв'язку між двома ознаками, що включені у модель, визначають парні коефіцієнти кореляції (ryx1, ryx2, rx1x2). Тісноту зв'язку між результативною ознакою (Y) та факторною (при спільному впливі всіх факторів) характеризують часткові коефіцієнти кореляції (Ryx1, Ryx2).
Тісноту взаємозв'язку між результативною ознакою та сукупністю всіх факторних ознак визначають на основі коефіцієнта множинної кореляції R. Величина D = R2 називається коефіцієнтом детермінації, що показує, на скільки процентів варіація Y обумовлюється варіацією всіх факторних ознак, включених у модель.
Приклад:

Матриця коефіцієнтів кореляції (парних):

	
	у
	х1
	х2

	у
	х
	0,814
	0,618

	х1
	0,814
	х
	0,210

	х2
	0,618
	0,210
	х



Часткові коефіцієнти кореляції:
Ryx1 = 0,714; Ryx2 = 0,580.
Коефіцієнти множинної кореляції та коефіцієнт детермінації:

R = 0,788; Д = R2 = 0,612 або 62,1%.

7. Для аналізу взаємозв'язку між атрибутивними ознаками будуються спеціальні таблиці, що мають назву таблиць співзалежності. В тому випадку, коли утворюються по дві групи за факторною та результативною ознаками, або коли вони є альтернативними, для оцінки тісноти зв'язку визначають коефіцієнти асоціації та контингенції за формулами:
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[image: image74.wmf]1
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 - сильний зв'язок;  
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Для розрахунку названих коефіцієнтів використовують так звані тетрахорічні таблиці, що показують розподіл одиниць за факторною та результативною ознаками.

	Факторна ознака (х)

Результативна ознака (у)
	х1
	х2
	Разом

	у1
	12     а
	198    b
	210 (a+b)

	у2
	78     с
	122    d
	200 (c+d)

	Разом
	     90   (а+с)
	     320  (b+d)
	410 (n)



Визначимо коефіцієнти асоціації та контингенції за даними таблиці:
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Отже, між Х та Y існує сильний обернений зв'язок.

В тому випадку, коли утворюється більше, ніж дві групи по X та Y, тісноту зв'язку оцінюють з допомогою коефіцієнтів співзалежності:

- Чупрова (при m1 = m2):

[image: image78.wmf];
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- Крамера (при m1 ≠ m2):


[image: image79.wmf],
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де mmin – менше з двох значень.

Значення х2 визначається за формулою:
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Розглянемо приклад розрахунку коефіцієнта співзалежності:

	                      xj   

  yi       
m2=2

m1=3
	х1
	х2
	Разом

	у1
	5   3
	9    11
	14

	у2
	7   6
	20   21
	27

	у3
	1   4
	16   13
	17

	Разом
	13
	45
	58


Визначаємо теоретичні частоти:


[image: image81.wmf]13
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Розраховуємо значення коефіцієнта Крамера, оскільки 
[image: image82.wmf]2
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Отже, можна зробити висновок, що між досліджуваними показниками існує прямий середній зв'язок.
де ftij = 





сума по рядку х сума по стовпцю


число одиниць у сукупності
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Рис.2. Кореляційне поле
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